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Аннотация: Коэффициент проницаемости напрямую влияет на 
скорость фильтрации воды в  грунте; значения скоростей филь-
трации, в свою очередь, во многом определяют конструкцию и 
материалы [1], применяемые при возведении подземных или за-
глубленных в грунт сооружений.
Существует ряд методов, [2] позволяющих определить коэффици-
ент проницаемости экспериментальными способами, однако, по-
лученные значения имеют высокую дисперсию – результаты могут 
отличаться вплоть до третьего порядка, что объясняется исполь-
зованием разного оборудования, техникой подготовки и тексту-
рой исследуемых образцов, недостаточным количеством тестовых 
образцов, погрешностями приложенного давления, локальными 
неоднородностями и т.п. 
Большинство названных факторов не имеют значимости в вы-
числительном эксперименте, в связи с чем предлагаемый под-
ход определения проницаемости среды основан на методе ре-
шетчатых уравнений Больцмана (LBM).
В итоге экспериментальным путем была определена зависимость 
проницаемости среды от коэффициента пористости на микроу-
ровне. Впоследствии найденный закон сравнивался с результа-
тами аналитического решения.
Представленный метод имеет высокую практическую ценность, 
поскольку может использоваться для определения характери-
стик грунта при оценке перспектив построения на нём инженер-
ных сооружений, зданий и т.п. В частности, критическое значение 
имеет оценка свойств грунта в Арктике, где оттаивание грунта 
приводит к изменениям его поведения и влиянию на строитель-
ные объекты, размещаемые в данных районах.

Ключевые слова: местность, плотность, эксперимент, уравнение 
Больцмана, вычислительный эксперимент
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Abstract: The permeability coefficient directly affects the rate of 
water filtration in the soil; the values of filtration rates, in turn, largely 
determine the design and materials [1] used in the construction of 
underground or buried structures.
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Введение 
Проницаемость характеризует способность пористой среды пропу-

скать жидкость или газ и тем самым является важным параметром в стро-
ительстве [3], промышленной добыче нетрадиционной нефти [4], процес-
сов пенообразования в пористых средах [5] и др.

Сегодня наблюдается ускорение процессов оттаивания почвы в быв-
ших районах вечной мерзлоты в Арктической зоне. Существующие ме-
тоды определения свойств грунта при планировании строительства раз-
личного рода объектов имеют низкую точность и опираются на условные 
коэффициенты, трудные для точного определения для конкретного грун-
та. В районах Арктики данная проблема усугубляется высокой динами-
кой изменений свойств грунта. Предложенный метод позволяет выпол-
нить моделирование процессов в пористой среде, вычислить значение 
коэффициента проницаемости и построить модель его изменения.

Процесс просачивания жидкости или газа через поры пористой сре-
ды называется фильтрацией. Подходы, применяемые при моделирова-
нии процессов фильтрации жидкости в пористой среде, различаются 
в зависимости [1] от значений скорости течения жидкости в порах и их 
степени насыщенности. В случае движения жидкости в среде с ненасы-
щенными порами применяется уравнение Ричардса или Бринкмана; 
если поры находятся в насыщенном состоянии – уравнение Дарси [1-3].

В работе предполагается, что поры находятся в насыщенном состоя-
нии, а скорости течения жидкости и число Рейнольдса малы, тогда при 
таких условиях для определения коэффициента проницаемости среды 
возможно применение линейного закона Дарси.

Точность и стабильность моделей LBM зависит от выбранного опера-
тора столкновений. Модели [6], построенные на BGK имеют предел ста-
бильности и низкую эффективность, кроме того BGK использует один 
параметр релаксации, вследствие чего возникает зависимость проница-
емости от вязкости жидкости. В то же время было показано, что требуется 
как минимум два параметра релаксации, чтобы предупредить наличие 
нелинейных ошибок, зависящих от вязкости, при применении гранич-
ных условий типа упругого столкновения.

Из приведенных выше заключений можно сделать вывод, что в моде-
ли LBM следует использовать любой оператор столкновений, имеющий 
более одного параметра релаксации.

There are a number of methods [2] that make it possible to determine the 
permeability coefficient experimentally, however, the obtained values have a high 
dispersion - the results may differ up to the third order, which is explained by the use 
of different equipment, the preparation technique and the texture of the samples 
under study, the insufficient number of test samples, the errors of the applied 
pressure, local inhomogeneities, etc.
Most of these factors are not signif icant in a computational experiment, and 
therefore the proposed approach for determining the permeability of a medium is 
based on the method of lattice Boltzmann equations (LBM).
As a result, the dependence of the medium permeability on the porosity coefficient 
at the microlevel was experimentally determined. Subsequently, the found law was 
compared with the results of the analytical solution.

Keywords: terrain, density, experiment, Boltzmann equation, computational 
experiment
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LBM характеризует [7] нестационарный режим движения жидкости. 
Известно, что коэффициент проницаемости определяется для стаци-
онарного режима потока жидкости, который достигается в LBM после 
10000-20000 итераций. Отсюда следует другая особенность LBM при 
определении коэффициента проницаемости – необходимость выпол-
нения большого количества вычислений. Тем не менее, проблема высо-
кой вычислительной сложности достаточно легко разрешается, так как 
одним из главных преимуществ LBM является легкость распараллели-
вания программного кода.

Методология
1. Метод решетчатых уравнений Больцмана
Основное уравнение LBM имеет вид [8]:

(1)

где fi(x,t) – функция распределения, задающаяся для направления i;  
ci – скорость частиц в направлении i такая, что узел x+ci∆t – соседний 
по отношению к узлу с координатами x; Ωi – оператор столкновений;  
Fi – внешняя сила.

Выбор оператора столкновений обсуждался в разделе выше; в силу 
легкости настраивания параметров пусть в основе LBM модели будет 
TRT-оператор с двумя параметрами релаксации  ω+ и ω- [9]:

(2)

Равновесная функция распределения fi
eq [10] определяется по формуле (3): 

(3)

Параметры релаксации связаны соотношением [9]:

(4)

где Λ – “магический параметр”, обуславливающий стабильность и точ-
ность TRT-оператора.

Кинематическая вязкость жидкости вычисляется по формуле:

(5)

Макроскопические параметры скорости и плотности находятся как:

(6)
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Движение жидкости происходит под действием силы тяжести.  
Введем ускорение g, направленное противоположно положительному 
направлению оси OY и имитирующее действие градиента давления, тог-
да [11] действующая сила:

(7)

В верхней части рассматриваемой области жидкости, имеющей пря-
моугольную форму, зададим граничные условия Zou and He; в нижней – 
условия нулевого градиента функции распределения; слева и справа – 
периодические граничные условия.

В случае если границы жидкость-твердое тело находятся внутри об-
ласти жидкости применяется half-way bounce-back (о котором говорит-
ся, например, в [9]), объединенный с шагом распространения частиц:

2. Закон Дарси
Коэффициент проницаемости среды (k) [12] может быть найден из урав-

нения Дарси:

(8)

(9)

где  – средняя скорость жидкости, μ – коэффициент динамической 
вязкости,  – градиент давления; знак минуса означает, что вектор ско-
рости направлен в сторону убывания давления.

Используем аналог коэффициента проницаемости [13] Kl, вычисляе-
мый для дискретной решетки Больцмана и измеряющейся в l.u.2, чтобы 
определить k.

Пусть в рассматриваемой области пористого пространства с ограни-
чивающими поверхностями S1,S2 и S3, где жидкость попадает в пористое 
пространство и покидает его через поверхности S1 и S2, расстояние меж-
ду которыми равняется Δxl l.u. и которые перпендикулярны направле-
нию движения этой жидкости, действует решеточный градиент давле-
ния  между этими двумя поверхностями. Тогда Δpl можно выразить через 
дифференциал плотности Δpl:

(10)

где cs – скорость звука.
Тогда предполагая изотропность пористой среды:

(11)

Для перехода к коэффициенту пористости, измеряемому в [м2] исполь-
зуем формулу (11), связывающую k и Kl:

(12)
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Результаты
Достижимость установившегося течения жидкости
Изучим, как уравнение (8) определяет среднюю скорость потока жид-

кости и падение давления на микроуровне, в данном случае эффектив-
ный диаметр непроницаемых частиц соизмерим с Δx=1 l.u., тогда их ра-
диус R<1 l.u.

Как уже упоминалось ранее, коэффициент проницаемости пористой 
среды находится только для установившихся течений жидкости, поэто-
му проверим достижимость стационарного режима потока.

На рисунках 1-3 приведены графики зависимости норм Фробениу-
са матриц ρn- ρ(n-1), u(x,n) - u(x,n-1), u(y,n)- u(y,n-1) от номера итерации n для решетки 
размером 25 на 25 узлов:

Рисунок 1 – График зависимости ||ρn- ρ(n-1) ||F  
от номера итерации

Рисунок 2 – График зависимости  
||u(x,n)- u(x,n-1) ||F от номера итерации

Рисунок 3 – График зависимости ||uy,n- uy, n-1)||F от номера итерации
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И для N = 19999 относительные значения ; 

составляют (табл. 1):

Таблица 1
Относительные значения изменений плотности и скорости жидкости

Относительные 
изменения 
макропараметров

Значения 
относительных 
изменений

Пусть ,

(13)

тогда соотношения (13) выполняются одновременно начиная с  
n = 19163. 

Таким образом, в данном случае стационарный режим течения жид-
кости достигается после 19163 итерации.

Аналогично посмотрим, какое число итераций необходимо для вы-
полнения неравенств (13) для решеток размером 30 на 30 узлов, 35 на 
35, 20 на 20 (табл.2).

Таблица 2
Минимальное число итераций, при котором достигается стационарный режим

Размер решетки Коэффициент пористости Число итераций

20x20 0.433 22918

25x25 0.427 19163

30x30 0.422 44249

Вывод эмпирического закона определения коэффициента 
проницаемости
Найдем зависимость коэффициента проницаемости k от пористости 

среды при условии, что R<1 l.u.
Валидацию закона будем проводить с помощью аналитического ре-

шения Гебарта [14]. Модель Гебарта, эквивалентная полученной, постро-
ена на предположении, что пористая структура сформирована парал-
лельными цилиндрическими капиллярами (наглядное представление 
структуры рис. 4). Тогда коэффициент проницаемости определяется со-
отношением:

(14)

где R – радиус капилляр; ϕ – коэффициент проницаемости; ϕC – крити-
ческое значение проницаемости среды, ниже которого фильтрация жид-
кости не происходит;  – геометрический фактор, обусловлен-
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ный структурой пористой среды; по Гебарту.

Определим коэффициент проницаемо-
сти k на основе построенной модели (табл. 3);  
Измерение k будем выполнять в единицах 
Дарси, 

Рисунок 4 – Модель пори-
стой структуры по Гебарту

Таблица 3
Зависимость коэффициента проницаемости  

от пористости

k, 
[D]

0.166 0.219 0.117 0.297 0.289 0.067 0.396 2.55

ϕ 0.23 0.28 0.38 0.42 0.43 0.53 0.63 0.70

Сравним результаты таблицы 3 (рис. 5) с ана-
литическим решением по Гебарту (формула 
14); R примем равным  0.55 l.u.:

Рисунок 5 – Сравнение полученных результатов

Из рисунка 5 следует, что найденная с помощью модели зависимость  
k(ϕ) эквивалентна формуле (14) с небольшим расхождением согласно 
проведенному расчёту.

Заключение
Определение коэффициента проницаемости пористой среды про-

водилось с использованием метода решетчатых уравнений Больцмана, 
заданного на микроуровне. Чтобы учесть структуру порового простран-
ства при условии соизмеримости диаметра частиц с размером 1 l.u., при-
менялось уравнение (8), объединяющее этап потоковой передачи и гра-
ничное условие half-way bounce back.

Нахождение проницаемости возможно только для установившихся те-
чений, вследствие чего проводилось исследование достижимости ста-
ционарного режима движения жидкости, которое показало, что мини-
мальное необходимое число итераций составляет 20000.

Развитие Арктического региона достаточно важная и актуальная при-
оритетная  задача и Правительство Российской Федерации поддержи-
вает данные программы. Освоение данного региона позволяет откры-
вать новые возможности для РФ.
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Валидация модели осуществлялась с помощью выведенного Гебар-
том аналитического решения (14). В итоге было показано, что при ради-
усе частиц R = 0.55 l.u. полученная зависимость с небольшим отклонени-
ем совпадает с законом (14).
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